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1. i) Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση

(a1x+ b1y + c1)dx+ (a2x+ b2y + c2)dy = 0

µε a1b2 6= a2b1. Να ϐρεθούν κατάλληλες σταθερές x0, y0 ούτως ώστε η αντικατάσταση

x = X + x0, y = Y + y0 να µετασχηµατίζει την διαφορική εξίσωση σε µια οµογενή

διαφορική εξίσωση.

ii) Να επιλυθεί η εξίσωση

(x− y + 3)dx+ (x+ 2y − 3)dy = 0. (E)

iii) Να εξετασθεί αν υπάρχει λύση y0 της (E) µε y0(1) = 2. Να εξετασθεί αν υπάρχουν µη

ϕραγµένες λύσεις της εξίσωσης (E).

ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Ασκηση A2, σελ. 2, Φυλλαδίου

2. Ας είναι (Ε) µια οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση πέµπτης τάξης µε σταθερούς πραγµα-

τικούς συντελεστές. Υποθέτουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της (Ε) έχει µια διπλή

µιγαδική ϱίζα λ = a+ bi µε ab 6= 0 και µια απλή ϱίζα k.

i) Αν όλες οι λύσεις της εξίσωσης καθώς και οι παράγωγοι πρώτης τάξης αυτών είναι ϕραγ-

µένες επί του διαστήµατος [0,∞) τότε να αποδειχθεί ότι Reλ < 0 και k ≤ 0. Ισχύει το

αντίστροφο·

ii) Αν όλες οι λύσεις της εξίσωσης καθώς και οι παράγωγοι πρώτης τάξης αυτών τείνουν προς

το µηδέν για x→ +∞ τότε να αποδειχθεί ότι Reλ < 0 και k < 0. Ισχύει το αντίστροφο·

iii) Αν Reλ < 0 και k < 0, να εξεταστεί αν υπάρχει λύση της εξίσωσης της οποίας η τρίτη

παράγωγος δεν είναι ϕραγµένη.

ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θεωρείστε ένα ϐασικό σύνολο πραγµατικών λύσεων

3. Με χρήση της αντικατάστασης x = logt, να ϐρεθούν δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της

οµογενούς γραµµικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης

t2
d2y

dt2
+ t(1− 2logt)

dy

dt
+ 2py = 0, t > 0,

όπου p είναι µια πραγµατική σταθερά. Ως εφαρµογή, να επιλυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

t2
d2y

dt2
+ t(1− 2logt)

dy

dt
+ 8y = 0, y(1) = y′(1) = 1.

ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ: Η αντικατάσταση οδηγεί σε εξίσωση που επιλύεται µε δυναµοσειρά γύρω από

οµαλό σηµείο ( Hermite) .

4. Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση y′′(x) + b(x)y(x) = 0 όπου b : I → R είναι µια συνεχής

συνάρτηση σε ένα διάστηµα I. Ας είναι y0 µια µη µηδενική λύση της εξίσωσης.



i) Αν k ∈ I είναι µια ϱίζα της y0 να αποδειχθεί ότι y′0(k) 6= 0.

ii) Να διατυπωθούν (στη γενικότητά τους) οι Προτάσεις που χρησιµοποιήθηκαν για την α-

πόδειξη του (i).

iii) Να αποδειχθεί ότι ϱίζες της y0 είναι µεµονωµένες.

5. Να επιλυθεί η γραµµική διαφορική εξίσωση

y′′ + 4−1x−2y = f(x)cosx, x > x0,

όπου f είναι µια συνεχής συνάρτηση στο (x0,+∞) µε x0 ≥ 0. Να εξετασθεί αν η εξίσωση

y′′ + 4−1x−2y = (
√
xlogx)−1cosx, x > 1

έχει ταλαντούµενες (ή µη) λύσεις.

ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Ασκηση Β25, σελ. 36-37 Φυλλ. Ασκήσεων

6. i) Να ϐρεθεί η λύση της µερικής διαφορικής εξίσωσης zx − zy = 1, x, y ∈ R που πληροί την

συνθήκη z(x, 0) = sinx.

ii) Να λυθεί το µη οµογενές γραµµικό διαφορικό σύστηµα

y′1 = 4y1 + 5y2 + x2 + 3x+ 1, y′2 = −2y1 − 2y2.

ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Αµεσες εφαρµογές της ϑεωρίας


